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1. Algoritmos de bisqueda en el modelo de comparacion

Analizar algoritmos de buisqueda en arreglos ordenados basados en funciones de comparacion, con el
objetivo de localizar elementos y posiciones especificas, usando técnicas de peor caso y adaptables a
la distribucién de los datos para una solucién eficiente de problemas informaticos.

1.1. Problema

Sea A[l..n] = ay, -, a, un arreglo ordenado con n > 1y un operador < (menor que); por simplicidad,
también usaremos < (menor o igual que). Supondremos que no hay elementos duplicados en A;
notese que esto no implica una pérdida de generalidad.

La tarea serd: dado el valor x a ser localizado en A, el problema consiste en determinar la posiciéon
de insercién p tal que suceda alguna de las siguientes condiciones:



» si p =1 entonces = < Ap].
» si 2 < p<nentonces Alp — 1] < z < Ap].
» si p=n+ 1 entonces An] < z.

1.1.1. Costo de peor caso

Para A[l..n] y el valor = cuya posicién de insercién se desea localizar, el resultado puede ser
cualquiera de las n+ 1 posiciones posibles, i.e., instancias del problema. Un algoritmo naive utilizaria
n comparaciones para resolverlo.

segsearch(A, x, sp=1)

Bisqueda exhaustiva con inicio

function seqsearch(A, x, sp=1)
n = length(A)
while sp <= n && x > Alsp]
sp += 1
end

sp
end

let S=[10, 20, 30, 40, 50, 60, 70]
(segsearch(S, 0), segsearch(S, 69), seqsearch(S, 70), segsearch(S, 71))
end

1, 7,7, 8)

Sin embargo, dado que el arreglo estd ordenado y no hay duplicados, se puede mejorar mucho el
tiempo de busqueda.

1

El costo de busqueda para cualquier instancia es O(logn), y viene de la busqueda binaria:

binarysearch(A, x, sp=1, ep=length(A))

Encuentra la posicién de insercidén de "x° en A" en el rango “sp:ep’
function binarysearch(A, x, sp=1, ep=length(A))
while sp < ep ®

1Si se permiten duplicados se pueden mejorar mucho los tiempos, sobre todo si podemos preprocesar el arreglo, i.e.,
para determinar las zonas con duplicados.



mid = div(sp + ep, 2) @
if x <= Al[mid]

ep = mid ®
else
sp = mid + 1
end
end
x <= Alsp] ? sp : sp + 1 ®

end

let S=[10, 20, 30, 40, 50, 60, 70]
(binarysearch(S, 0), binarysearch(S, 69), binarysearch(S, 70), binarysearch(S, 71))
end

(@ Para el rango de btsqueda sp : ep se determina su punto central mid y se compara con x,

(2 Si el elemento z estd a la izquierda, se ajusta el limite superior ep, o de lo contrario se ajusta sp.
Ambos ajustes se hacen tomando en cuenta la posicién comparada.

(3@ Se itera mientras no se junten los dos extremos del rango.

(@ Finalmente, se ajusta para valores fuera del rango.

1, 7,7, 8)

Este algoritmo es simple y efectivo, y es capaz de resolver cualquier instancia en tiempo logaritmico, y
esto lo hace al dividir el rango siempre a la mitad por cada iteracién. El costo de btisqueda binaria es
de Cy;n(n) = |logn| + O(1) comparaciones antes de colapsar el rango donde puede estar la posicién
de insercion.

Es importante hacer notar que la btisqueda binaria es muy eficiente en memoria y tiene un peor
caso 6ptimo, ya que es idéntico al costo del problema, i.e., asi lo determinamos. Si fuera posible
probar varios puntos, i.e., m segmentos en una sola operacién, el costo estaria acotado por [logm nl.
Esto tiene sentido para estructuras de datos que trabajan en diferentes niveles de memoria, donde
aunque las comparaciones en hardware moderno sean binarias, por la diferencia de velocidad entre
los diferentes niveles de memoria se puede considerar que el costo dominante es, por ejemplo, acceder
a una zona de disco y obtener una decisién entre m — 1 posibles, que particionan los rangos en m
divisiones.

1.2. Busqueda no acotada

Cuando el tamario del arreglo es demasiado grande, o la relacién entre p/n es significativamente
pequena, la bisqueda acotada no es la mejor opcién. Aun cuando en la préactica el limite superior n
podria estar determinado, y por lo tanto, se pueden resolver bisquedas en O(logn), es posible obtener
una cota relativa a p, independiente de n, por lo que los casos de interés se veran beneficiados.

Una estrategia simple y poderosa es la siguiente:



1. Determinar un buen rango que contenga la respuesta.
2. Aplicar busqueda binaria en ese rango para obtener la respuesta.

Bentley y Yao (1976) describen en detalle una familia de algoritmos casi 6ptimos para la bisqueda
no acotada siguiendo la estrategia anteriormente mencionada; en particular, poniendo un énfasis
importante en la determinacién del rango. Lo consiguen mediante la definicién de algoritmos como
se describe en el resto de la seccién.

1.2.1. Algoritmo B, (btsqueda unaria)

Es el algoritmo mas simple, y ya lo vimos con anterioridad, realiza una buisqueda exhaustiva de la
posicién de insercién, haciendo pruebas para toda posicién z < A[l],x < A[2], -,z < A[p + 1], por
lo que su costo sera de p + 1.

Sea Fj(n) una secuencia de puntos para un arreglo de longitud n, donde se hardn comparaciones para
determinar el rango que contenga la respuesta para el algoritmo B, y Cy(p) el costo de buisqueda.
Entonces:

» Fy(n)=1,2,--,n,n+1
» Cy(p) = p+ 1; no requiere bisqueda binaria.

1.2.2. Algoritmo B, (bisqueda doblada: doubling search/galloping)

Consiste en comparar las posiciones 27, i.e., 21,22 23 ... 2log, P+1+1 ta] que A[2U08:P141] < o <
A[21°8: P+ De manera similar a B, definimos F, (n) y C:

- Fl<n) = 217 227 ) 210ngJ+1;
= C1(p) = G (2°%:771) +log, (p+ 1) + 1 < 2log, p+ O(1).

La explicaciéon viene a continuaciéon. El niimero de comparaciones para determinar el rango esta
determinado por Llog2 p+ 1] + 1. Una vez determinado el rango, la busqueda binaria sobre

A[2L10g2 pl+1 , 2|_10g2 (p+1)J+1]’
lo cual corresponde a log, log (p+1)+1 /9 — log, (p +1). El costo C;(p) puede ser escrito como
2log, p + O(1), con un poco de manipulacién algebraica.
Es importante saber cudndo usar un algoritmo u otro, y por lo tanto determinar cuando 2log, p +

O(1) <log,n + O(1). Para simplificar este andlisis ignoraremos algunos detalles de la expresion:

2log, p < log, n,

log, p? log, n
2 g, P <92 s ,
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p? <n,

p </n;

N



esto indica que si p es menor a \/n entonces hay una ventaja al usar By; lo cual nos dice que para
posiciones cercanas al inicio el uso de B; puede llevar a bisquedas mas veloces. Note que en la
practica es necesario tener en cuenta la memoria; interesantemente, para valores de p pequenos es
posible que esto beneficie al algoritmo ya que podria mantener las listas en caché.

El siguiente c6digo implementa B,

function doublingsearch(A, x, sp=1)

n = length(A)

p=20

i=1

while sp+i <= n && A[sp+i] < x ©)
p=1i
i4=d

end

binarysearch(A, x, sp + p, min(n, sp+i)) @

end

let S=[10, 20, 30, 40, 50, 60, 70]
(doublingsearch(S, 0), doublingsearch(S, 69), doublingsearch(S, 70), doublingsearch(S, 71):
end

(1 Determinacion del rango.
(2 Aplicar un algoritmo de biisqueda eficiente en el rango que contiene la respuesta.

(1’ 7’ 7’ 8)

Es cierto que estos algoritmos son oportunistas, pero hay aplicaciones donde esto realmente sucede.
En el peor caso, el costo sera apenas dos veces el éptimo.

1.2.3. Algoritmo B, (busqueda doblemente doblada, doubling-doubling search)

216 2256 22{10g2{10g2p+1j+1j+1
b ) ) )

)

Aquf serd més clara la dindmica. B, consiste en comparar las posiciones 22, i.e., 24
tal que
[logg [logg pl+1]+1 [logy [logg p+1]+1]+1
fﬂ22 2 2 ] S;x S;f”22 2 2 y

)

La determinacién de este rango requiere |log, |log, p + 1] + 1] + 1 comparaciones; sin embargo, este
rango seguramente serd muy grande, por el tamano de los saltos que se estan dando entre puntos de
comparacion, por lo que no conviene usar biisqueda binaria y podemos aplicar B; para resolver en
ese rango acotado.



F,(n) = 92! 922 g2llosy llosp m/+1)41,

2 —_— 5 ,... s :

Cy(p) = |log, [log, p] + 1] + 1+ C(p')
< log2p + 2log2 10g2p +0(1);
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donde p’ =p — , es decir, la posicién de insercién en el rango ya acotado.

Note cémo el término de mayor peso es muy similar a B; pero destaca la inclusiéon del término
loglog que permite adaptarse a p muy grandes con un pequeno costo adicional, que en términos
practicos se puede ver como una constante.

La idea principal es como sigue: una vez determinado el rango, en lugar de usar btsqueda binaria y
logs |lo 1)+1 lo lo 1 .

tener un costo |log, |log, p| + 1] + 1 + C’bin(22L sallosa Pl g2lios2 0822y g preferible usar By y

conseguir un algoritmo que se adapte a la entrada. De manera mas precisa, tomar ventaja de

C (22Uog2 [logg pJ+1]+1 22{103‘2 [logg p]+1] ) (22Uog2 [logg p]+1]+1 22{10g2 [logg p)+1] )
1 — —

< Cbin

cuando

Y < \/2guog2 logg pl+1l+1 _ golloy llosy pl+1)

Simplificando las expresiones, la relaciéon que nos describe cuando es mejor usar B, que la busqueda
binaria es como sigue:

log, p +2log, log, p < log, n (10)
olog, ptlog, logl p - glog, n (11)

glog, (plog? p) < 9log,n (12)
2plog,p <n (13)

plog,p* <n (14)

(15)

Si p = y/n entonces \/n log, n claramente es menor que n incluso para valores relativamente pequenos
de n, por lo que B, funciona mejor para p relativamente grandes en comparaciéon con B;.

1.2.4. Algoritmo B,

Bentley y Yao (1976) generalizan la estrategia para cualquier k. De manera simplificada:
2t
» F.(n) =2 (exponenciando k veces) para i desde 1 a log(Qk) n;

logh” (v) logl (p)-1

= Cylp) =logP(p) + Cp_y (27 -2 );



(h—1)

5 (n)]+1), con el caso base de logél) n = |log,n| + 1.

donde log(gk) (n) =log,(|log

La estrategia lleva a que el valor casi 6ptimo para la btisqueda por comparaciéon se da cuando
k= log; n donde log; es el logaritmo iterado, que esta definido como las veces que se debe iterar
aplicando el logaritmo para obtener un valor de 1 o menor que 1, i.e., la k¥ mas pequena tal que
log;k) n <1.

1.3. Ejercicios

» Implementar y probar B,.

= Derivar el costo Cy(p).

= ;Cudndo B; es mejor que By?

= Haga un pseudo-cédigo para 5.

» ;Cuédl es el costo C,7

= ;Qué es un arbol binario de btusqueda?

= ;Cudl es el costo de biisqueda en un arbol? ;Qué se debe hacer para asegurar los costos?
= ;Qué es un finger tree?

= ;Cudl es el costo de bisqueda de la skip list?

= ;Cémo se puede hacer la skip list adaptativa? ;Qué otra forma podria aplicar?

1.4. Material audio-visual

En el siguiente video se adentrard en diferentes estrategias de busqueda, notoriamente aquellas que
llamaremos oportunistas o adaptables (adaptive). Estas técnicas nos permitirdn tomar provecho de
instancias sencillas de problemas e incrementar el desempefio en ese tipo de instancias.

Tenga en cuenta que, honrando la literatura, usaremos de forma indiscriminada listas ordenadas
como sinénimo de arreglos ordenados.

1.5. Actividades

1. Implementa y compara los siguientes algoritmos de busqueda:

Busqueda binaria acotada
Busqueda secuencial B,
Busqueda no acotada B,
Busqueda no acotada B,

2. Utiliza los diferentes archivos proporcionados, los cuales tienen datos con diferentes distribu-
ciones. Usa las listas de posteo de la Unidad 3 y los archivos de consulta para obtener las
consultas que deberdn realizarse. Mide tanto el niimero de comparaciones como el tiempo
necesario para solucionar las consultas.

3. Compara todos los métodos implementados por archivo de consulta, usa figuras o tablas de
datos (nimero de comparaciones y tiempo por separado).

4. Discute tus resultados.



1.5.1. Entregable

Su trabajo se entregara en PDF y con el notebook fuente, se entregara en el sistema en archivos
separados. El cédigo se debe documentar, asi como mantener una estructura del documento que
permita a un lector interesado entender el problema, sus experimentos y metodologia, asi como sus
conclusiones. Tenga en cuenta que los notebooks pueden alternar celdas de texto y cédigo.

No olvide estructurar su reporte, en particular el reporte debe cubrir los siguientes puntos:

Titulo del reporte, su nombre.

Introduccién.

Desarrollo de las actividades.

Conclusiones

Lista de referencias. Nota, una lista de referencias que no fueron utilizadas en el cuerpo del
texto serd interpretada como una lista vacia.

Nota: no olvides revisar la rubrica del curso.

Bentley, Jon Louis, y Andrew Chi-Chih Yao. 1976. “An almost optimal algorithm for unbounded
searching”. Information processing letters 5 (SLAC-PUB-1679).
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